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 1مقدمه

بررسی قوانین فیزیکی حاکم بر بسیاری از مسایل عملی مهندسی به معادلاتی ریاضی منتهی می شود که                   
این معادلات در بیشتر موارد معادلاتی دیفرانسیل          . قادرند رفتار یک فرآیند طبیعی را شبیه سازی  کنند          

 معادلات حاکم یا بسیار     3حل تحلیلی .  شود نیز نام برده می    2می باشند که از آنها تحت عنوان معادلات حاکم       
. دشوار و تنها در شرایطی خاص امکان پذیر است و یا اینکه اصولا این معادلات دارای حل تحلیلی نیستند                    

،  اخیر با پیشرفت  رایانه ها و امکان انجام محاسبات بسیار زیاد در مدت زمان های بسیار کوتاه                هایدر سال 
با وجودی که   . سل حاکم بر پدیده های طبیعی با اقبال زیادی مواجه شده است             معادلات دیفران  4حل عددی 

اما به  ، بررسی مبانی نظری روش های عددی حل معادلات جبری یا دیفرانسیل دارای سابقه ای طولانی است             
مستلزم استفاده از ماشین های محاسب     ، عمل در آوردن این روش ها به دلیل حجم بسیار بالای محاسبات           

 :حل عددی معادلات دیفرانسیل پیوسته مستلزم انجام مراحل زیر است. ای سرعت های بالا می باشددار

  تعریف میدان حل و انتخاب شبکۀ مناسب-1

  تعیین شرایط اولیه و مرزی-2

  معادلات دیفرانسیل پیوسته5 منفصل کردن-3

  تشکیل دستگاه معادلات جبری-4

 ه حل دستگاه معادلات جبری تشکیل شد-5

                                              
استادیار گروه مهندسی آب دانشگاه گیلان -1   

2. governing equations 
3. analytical solution 
4. numerical solution 
5. discretization equations 

 

 فرانسیلمقدمه ای بر روش های عددی حل معادلات دی

 1 افشین اشرف زاده
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معادلات منفصل را می توان به روش های گوناگون به  دست آورد که در اینجا به دو روش تفاضل های                       
 . اشاره می شود2 و حجم های محدود1محدود

 
 روش تفاضل های محدود برای منفصل کردن معادلات دیفرانسیل پیوسته
 نقطۀ  n+1 است که از      nروش تفاضل های محدود مبتنی بر به دست آوردن یک چند جمله ای از درجۀ                   

iمنفصل i[x , f nPاین چندجمله ای که با   .  عبور می کند  [ (x)   تقریبی است از تابعی مانند      داده می شود  نمایش 
f(x)                   که این تابع نیز به نوبۀ خود بیان کنندۀ چگونگی تغییرات کمیتی خاص در جهت x در صورتی  .  است
nP با f(x)که   (x)   در  ،  با استفاده از این چند جمله ای       زده شود می توان   تقریبx    هایی که مقدارf   در آنها 

 همچنین می توان مشتق مرتبۀ  اول یا مراتب          .دموجود نیست برآوردی از کمیت مورد نظر به دست آور            
0ۀ منفصل مانند   نقط n+1می دانیم که از     .  را نیز برآورد کرد     f(x)بالاتر   0[x , f ] ،1 1[x , f nو... ، [ n[x , f ] 

فرم نیوتنی این چند جمله ای به صورت زیر نوشته             .  می گذرد nفقط و فقط یک چند جمله ای از درجۀ             
 :می شود

 
)1(   n 0 1 0 2 0 1 n 0 1 n 1P (x) b b (x x ) b (x x )(x x ) ... b (x x )(x x )...(x x )−= + − + − − + + − − − 

 
iضرایب ثابتی می باشند که با استفاده از نقاط منفصل            bn تا   b0، که در آن   i[x , f با .  به دست می آیند    [

0،جایگذاری اولین نقطه 0[x , f nPدر، [ (x)خواهیم داشت : 
 

)2(                         0 0b f= 
 

1ریو با جایگذا 1[x , f nP در[ (x): 
 

)3(                       1 0
1

1 0

f fb
x x
−

=
−

 

 
2و به همین ترتیب با جایگذاری         2[x , f nP در [ (x)         و ساده کردن رابطۀ حاصل می توان b2    را به صورت 

 :ست آوردزیر به د
 

)4(                   

1 02 1

2 1 1 0
2

2 0

f ff f
x x x xb

x x

−− −
− −

=
−

 

                                              
1. finite differences 
2. finite volumes 
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1 0

1 0

f f
x x
−
−

 و 
1 02 1

2 1 1 0

2 0

f ff f
x x x x

x x

−− −
− −

−
 نامیده می شوند و    2 و تفاضل تقسیمی دوم    1 به ترتیب تفاضل تقسیمی اول     

1با 0f[x , x 2 و[ 1 0f[x , x , x  :ند نمایش داده می شو[
 

)5(                     1 0
1 0

1 0

f ff[x , x ]
x x
−

=
−

 

 

)6(         

1 02 1

2 1 1 0 2 1 1 0
2 1 0

2 0 2 0

f ff f
x x x x f[x , x ] f[x , x ]f[x , x , x ]

x x x x

−− −
− − −

= =
− −

 

 
 :به سادگی می توان ثابت کرد که

 
)7(                    1 0 0 1f[x , x ] f[x , x ]= 
 

 :و همچنین
 
)8(                  2 1 0 0 1 2f[x , x , x ] f[x , x , x ]= 

 
nPوانبنابراین می ت  (x)                  را با استفاده از نمادهای تعریف شده برای تفاضل های تقسیمی به صورت زیر 

 :نوشت
 

)9(   n 0 0 1 0 0 1 2 0 1

0 1 n 0 1 n 1

P (x) f f[x , x ](x x ) f[x , x , x ](x x )(x x ) ...
f[x , x ,..., x ](x x )(x x )...(x x )−

= + − + − − +
+ − − −

 

 
 

0 نقاط منفصل  شوددر صورتی که فرض       0[x , f ] ،1 1[x , f nو... ، [ n[x , f ها مرتب شده اند و    x به ترتیب    [
 است با شکلی خاص از         h متوالی نیز مقداری ثابت و برابر با              xاختلاف بین هر دو       ، علاوه بر این   

تفاضل های محدود را می توان . تفاضل های تقسیمی رو به رو هستیم که تفاضل های محدود نامیده می شوند          
 : به صورت  های زیر نوشتδ و∇،∆3با استفاده از عمل گرهای

 
 
 

                                              
1. first divided difference 
2. second divided difference 
3. operators 
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 ،∆ عمل گر-الف
 

)10(             1 0
0 1 1 0 0

1 0

f f 1 1f[x , x ] (f f ) f
x x h h
−

= = − = ∆
−

 

 

)11(     21 2 0 1
0 1 2 1 0 02 2

f[x , x ] f[x , x ] 1 1f[x , x , x ] ( f f ) f
2h 2h 2h
−

= = ∆ −∆ = ∆ 

 

 :و در حالت کلی
 

)12(                n
0 1 2 n 0n

1f[x , x , x ,..., x ] f
n!h

= ∆ 

 
0f∆      2 و   1 تفاضل رو به جلوی اول

0f∆      در صورتی که نقاط    .  نامیده می شود  2 تفاضل رو به جلوی دوم
iمنفصل را به ترتیب از اولین نقطه با i[x , f ] ،i 1 i 1[x , f ]+ iو ... ،+ n i n[x , f ]+  : نمایش دهیم خواهیم داشت+

 

)13(    

2
i i

n i i i i 12

n
i

i i 1 i n 1n

f fP (x) f (x x ) (x x )(x x ) ...
h 2!h

f (x x )(x x )...(x x )
n!h

+

+ + −

∆ ∆
= + − + − − +

∆
+ − − −

 

 

با استفاده از این فرمول     .  نامیده می شود  f(x)برای تقریب    3گریگوری رو به جلو   -فرمول نیوتن ، )13(رابطۀ  
 واقع شده اند تقریب xiک نقاطی که بعد از  را به کمxi در نقطۀ f(x)می توان مشتق مرتبۀ اول و مراتب بالاتر 

می توان به صورت   ) 13( را به کمک رابطۀ      f(x)به عنوان مثال تقریب درجه دو برای مشتق  مرتبۀ اول           . کرد
 :زیر به دست آورد

 

)14(     

2
i i

2 i i i i 12

2 2
i i i

i i 12 2

2 2
i i i

i i i 12 2
i

2
i i i 1 i i 2 i 1 i 1 i

i i 12
i

i 1 i i

i

f ff (x) P (x) f (x x ) (x x )(x x )
h 2!h

f f fdf x (x x )
dx h h 2!h

f f fdf x (x x )
dx h h 2!h

f f f f f f (f f )df (x x )
dx h 2h h 2h

4f 3f fdf
dx

+

+

+

+ + + +
+

+ +

∆ ∆
≈ = + − + − − ⇒

∆ ∆ ∆
= + − + ⇒

∆ ∆ ∆
= + − + ⇒

∆ ∆ − − − −
= + − = − ⇒

− −
= 2

2h

















 

                                              
1. first forward difference 
2. second forward difference 
3. Newton-Gregory forward formula 
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 ،∇ عمل گر-ب

 

)15(             1 0
0 1 1 0 0

1 0

f f 1 1f[x , x ] (f f ) f
x x h h
−

= = − = ∇
−

 

 

)16(     21 2 0 1
0 1 2 1 0 02 2

f[x , x ] f[x , x ] 1 1f[x , x , x ] ( f f ) f
2h 2h 2h
−

= = ∇ −∇ = ∇ 

 
 :و در حالت کلی

 

)17(                n
0 1 2 n 0n

1f[x , x , x ,..., x ] f
n!h

= ∇ 

 

0f∇       2 و 1 تفاضل رو به عقب اول
0f∇       در صورتی که نقاط     .  نامیده می شود   2 تفاضل رو به عقب دوم

iفصل را به ترتیب از آخرین نقطه با        من i[x , f ] ،i 1 i 1[x , f ]− iو... ، − n i n[x , f ]−   نمایش دهیم خواهیم داشت    −

)i n i n[x , f ]− i اولین نقطه و− i[x , f  ): آخرین آنها باشد[
 

)18(    

2
i i

n i i i i 12

n
i

i i 1 i n 1n

f fP (x) f (x x ) (x x )(x x ) ...
h 2!h

f (x x )(x x )...(x x )
n!h

−

− − +

∇ ∇
= + − + − − +

∇
+ − − −

 

 
با استفاده از این فرمول     .  نامیده می شود  f(x)برای تقریب    3گریگوری رو به عقب   -فرمول نیوتن ) 18(رابطۀ  

 واقع شده اند تقریب xi را به کمک نقاطی که قبل از xi در نقطۀ f(x)می توان مشتق مرتبۀ اول و مراتب بالاتر 
 .کرد

 
 ،δ عمل گر-ج

)19(             1 0
0 1 1 0 1/ 2

1 0

f f 1 1f[x , x ] (f f ) f
x x h h
−

= = − = δ
−

 

 

)20(            0 1
1 0 0 1 1/ 2

0 1

f f 1 1f[x , x ] (f f ) f
x x h h

−
− − −

−

−
= = − = δ

−
 

 

                                              
1. first backward difference 
2. second backward difference 
3. Newton-Gregory backward formula 
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)21(    20 1 1 0
1 0 1 1/ 2 1/ 2 02 2

f[x , x ] f[x , x ] 1 1f[x , x , x ] ( f f ) f
2h 2h 2h

−
− −

−
= = δ − δ = δ 

 
 : باشد2n+1در حالت کلی در صورتی که تعداد نقاط منفصل برابر با 

 

)22(              2n
i n i i n i2n

1f[x ,..., x ,..., x ] f
(2n)!h− + = δ 

 
 : باشد2nاد نقاط منفصل برابر با و در صورتی که تعد

 

)23(         2n 1
i n i i n i n 1 i 1/ 22n 1

1f[x ,..., x ,..., x , x ] f
(2n 1)!h

+
− + + + ++= δ

+
 

 
1/ 2fδ ) 1و یا/ 2f−δ (  2 و   1تفاضل مرکزی اول

0fδ   با استفاده از عملگر   .  نامیده می شود  2 تفاضل مرکزی دوم
δ    تقریب f(x)          2رابطۀ اول برای     ( به صورت های زیر نوشته می شودn+1        نقطه و رابطۀ دوم برای  

2nنقطه :( 
 

)24( 

2
i 1/ 2 i

2n i i i i 12

2n
i

i i 1 i 1 i n2n

f fP (x) f (x x ) (x x )(x x ) ...
h 2!h

f (x x )(x x )(x x )...(x x )
(2n)!h

+
+

+ − +

δ δ
= + − + − − +

δ
+ − − − −

 

 
)25(

 

2
i 1/ 2 i

2n 1 i i i i 12

2n 1
i 1/ 2 i i 1 i 1 i n 12n 1

f fP (x) f (x x ) (x x )(x x ) ...
h 2!h

1 f (x x )(x x )(x x )...(x x )
(2n 1)!h

+
− +

+
+ + − − ++

δ δ
= + − + − − +

+ δ − − − −
+

 

 
تفاده از این   با اس .  نامیده می شود  f(x)برای تقریب    3فرمول گاوس رو به جلو    )) 25(و یا رابطۀ    ) (24(رابطۀ  

 واقع  xi را به کمک نقاطی که قبل و بعد از           xi در نقطۀ    f(x)فرمول می توان مشتق مرتبۀ اول و مراتب بالاتر         
 را به کمک     f(x)تقریب درجه دو برای مشتق های  مرتبۀ اول و دوم             ، به عنوان مثال  . شده اند تقریب کرد  

 :(n=1)می توان به صورت زیر به دست آورد) 24(رابطۀ 

                                              
1. first central difference 
2. second central difference 
3. Gauss forward formula 
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)26(      

2
i 1/ 2 i

2 i i i i 12

2 2
i 1/ 2 i i

i i 12 2

2 2
i 1/ 2 i i

i i i 12 2
i

2
i 1/ 2 i

i i 12
i

i 1 i 1

i

f ff (x) P (x) f (x x ) (x x )(x x )
h 2!h

f f fdf x (x x )
dx h h 2!h

f f fdf x (x x )
dx h h 2!h

f fdf (x x )
dx h 2!h

f fdf
dx 2h

+
+

+
+

+
+

+
+

+ −

 δ δ ≈ = + − + − − ⇒

 δ δ δ = + − + ⇒

 δ δ δ = + − + ⇒

 δ δ

= + − ⇒

 − =


 

 

)27(      

2
i 1/ 2 i

2 i i i i 12

22
i

2 2

22
i

2 2
i

2
i 1 i i 1

2 2
i

f ff (x) P (x) f (x x ) (x x )(x x )
h 2!h

fd f
dx h

fd f
dx h

f 2f fd f
dx h

+
+

+ −

 δ δ
≈ = + − + − − ⇒


δ

= ⇒

 δ = ⇒



− + =

 

 
با توجه به آنچه گفته شد معادلۀ منفصل را می توان با جایگزین کردن تقریب های به دست آمده از                             

گریگوری رو به عقب و یا گاوس رو به جلو با شکل                  -نیوتن، گریگوری رو به جلو    -فرمول های نیوتن 
ستۀ مشتق های مرتبۀ اول یا مراتب بالاتر موجود در معادلۀ دیفرانسیل به دست آورد و نسبت به حل                     پیو

به عنوان نمونه فرض کنیم معادلۀ حاکم بر انتقال درجه             . عددی معادلۀ دیفرانسیل مورد نظر اقدام نمود        
 :حرارت در یک میلۀ فلزی به شکل زیر باشد

 

)28(                     
2

2

d T Tx(1 )
dx 5

= − 

 

به منظور حل عددی این معادلۀ دیفرانسیل بایستی ابتدا میدان          .  است x درجه حرارت در نقطۀ      T، که در آن  
فرض کنیم که شبکۀ انتخاب شده برای میدان حل         . شبکۀ مناسب و شرایط اولیه و مرزی را تعیین کنیم         ، حل

تغییرات درجه حرارت نسبت به      ،  در معادلۀ حاکم   از آنجا که  (و شرایط مرزی مطابق با شکل زیر است           
  ):زمان موجود نیست بنابراین لزومی به در نظر گرفتن شرط اولیه نمی باشد

 
 

 
 
 

 شبکه بندی و شرایط مرزی در میلۀ فلزی، میدان حل): 1(شکل 

T5=-10CT1=20C 
1 2 3 4 5 
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متوالی از  فاصلۀ هر دو نقطۀ     . پنج نقطۀ منفصل در نظر گرفته شده است        ) 1(در شبکۀ ارائه شده در شکل        
دو نقطه از این پنج نقطه دارای درجه حرارت مشخص          .  واحد در نظر گرفته شده است      0.5یکدیگر برابر با    

به دست آوردن درجه حرارت در نقاط میانی          ، هدف. می باشند و شرایط مرزی مسئله را تعریف می کنند         
ار آنجا که درجه حرارت در      . تمیله با استفاده از حل عددی معادلۀ حاکم به روش تفاضل های محدود اس             

هر کدام از نقاط میانی به دو نقطۀ همجوار آن وابسته است از فرمول گاوس رو به جلو برای تقریب مشتق                      
 :مرتبۀ دوم موجود در معادلۀ دیفرانسیل استفاده می کنیم

 

)29(                

2

2

i 1 i i 1 i
i

d T Tx(1 )
dx 5
T 2T T Tx (1 )

2h 5
+ −


= − ⇒


− + = −



 

 
این معادله را بر روی نقاط دو تا        . دۀ معادلۀ دیفرانسیل پیوسته است    شکل منفصل ش  ، معادلۀ به دست آمده   
 :چهار اعمال می کنیم

 

)30(    

3 2 1 2
2 32

4 3 2 3
2 3 42

5 4 3 4
3 42

T 2T T Ti 2 0.5(1 ) 2 1.975T T 0.125
0.5 5

T 2T T Ti 3 1(1 ) T 1.95T T 0.25
0.5 5

T 2T T Ti 4 1.5(1 ) T 1.925T 1 0.375
0.5 5

− + = ⇒ = − ⇒ − + =


− + = ⇒ = − ⇒ − + =


− +
= ⇒ = − ⇒ − − =

 

 
دستگاه معادلات جبری حاصل دارای سه معادله و سه مجهول است که با حل آن می توان مقدار درجه                       

 .حرارات در نقاط دو تا چهار را به دست آورد
 

  حجم  کنترل در منفصل کردن معادلات دیفرانسیل پیوستهنگرش
به دست .  به دست می آیند  1معادلات منفصل با استفاده از مفهوم حجم کنترل         ، در روش حجم های محدود    

 :آوردن معادلات منفصل با استفاده از مفهوم حجم کنترل شامل مراحل زیر است

 . قرار دادن شبکه ای مناسب بر روی میدان  حل-1

این حجم های کنترل بایستی    .  در نظر گرفتن یک حجم کنترل برای هر کدام از گره های موجود در شبکه               -2
 .فاقد هم پوشانی و دارای مرز های مشترک باشند

                                              
1. control volume (C.V.) 
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محاسبۀ انتگرال های  .  انتگرال گیری از معادلۀ دیفرانسیل مورد نظر بر روی هر کدام از حجم های کنترل              -3
ر گرفتن فرض هایی در مورد چگونگی تغییرات متغیر مستقل در بین گره های               نوشته شده مستلزم در نظ     

 .شبکۀ در نظر گرفته شده است

 در یک حجم کنترل     Φمعادلات منفصلی که بدین ترتیب به دست می آیند بیان کنندۀ اصل بقای کمیتی مانند             
لی است که معادلۀ دیفرانسیل پیوسته اصل یاد شده را           این در حا  ، )شکل ماکروسکوپیک (محدود می باشند   

 ).شکل میکروسکوپیک(در یک حجم کنترل بسیار کوچک بیان می کند 

. معادلۀ منفصل را برای یک معادلۀ دیفرانسیل ساده به دست می آوریم              ، به منظور شرح بیشتر روش      
 : توان به شکل زیر نوشت را می1ساده ترین معادلۀ دیفرانسیل یک بعدی حاکم بر انتقال حرارت

 

)31(                    d dTk S 0
dx dx

  + = 
 

 

 
 3جملۀ منبع ، S. نرخ تولید حرارت در واحد حجم است        S درجه حرارت و     T، 2 هدایت حرارتی  k، که در آن  

به منظور به دست   . ت یک بعدی است   در حال  5 پایدار 4معادلۀ فوق یک معادلۀ پخشودگی    . نیز نامیده می شود  
. نمایش داده شده است   ) 1(آوردن معادلۀ منفصل از میدان حلی استفاده می کنیم که بخشی از آن در شکل                

این میدان حل را می توان میله ای فلزی فرض کرد که دو نقطۀ انتهایی آن دارای درجه حرارتی مشخص                       
.  نمایش داده شده است     Pط به آن را به د ست آوریم با          گره ای که می خواهیم معادلۀ منفصل مربو      . است

 نمایش داده شده اند که به ترتیب معرف گره های واقع در غرب و                E و   W نیز با    Pگره های مجاور گرۀ    
 نمایش  e و   w با   P حجم کنترل قرار داده شده بر روی گرۀ        6محل استقرار وجه های  .  می باشند Pشرق گرۀ   

 .داده شده است
 
 

 
 
 
 
 

 
 علائم مورد استفاده در به دست آوردن معادلۀ منفصل در نگرش حجم کنترل): 2(شکل 

 

                                              
1. heat conduction 
2. thermal conductivity 
3. source term 
4. diffusion 
5. steady 
6. faces 

δx)w( δx)e( 

e 
E W 

∆x 
w 

P 
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 :انتگرال گیری می کنیم) 1(بر روی حجم کنترل نمایش داده شده در شکل ، اکنون از معادلۀ دیفرانسیل حاکم
 

)32(               
e e

w w

d dTk dx Sdx 0
dx dx

  + = 
 ∫ ∫ 

 
 :و به عبارت دیگر

 

)33(              
e

w
e w

dT dTk k Sdx 0
dx dx

   − + =   
    ∫ 

 
شار حرارتی ورودی به حجم     ،  خروجی از حجم کنترل    1جملات معادلۀ فوق به ترتیب بیانگر شار حرارتی        

به عبارت دیگر معادلۀ فوق بیان کنندۀ قانون بقای        . کنترل و تغییرات حرارت در داخل حجم کنترل می باشند        
قانون بقای انرژی را    ،  می شود که معادلۀ دیفرانسیل پیوسته     یادآوری. انرژی در شکل ماکروسکوپیک است    
 .در شکل میکروسکوپیک بیان می کند

به شکل زیر نوشته    ) 33( معادلۀ   2 بین هر دو گرۀ متوالی را خطی فرض کنیم           Tدر صورتی که تغییرات      
 :خواهد شد

 

)34(              P WE P
e w

e w

T TT Tk k S x 0
( x) ( x)

−−
− + ∆ =

δ δ
 

 
این معادلۀ منفصل را می توان به شکل زیر نوشت         .  در درون حجم کنترل است     S میانگینی از    S،که در آن  

 :که شکلی متداول برای معادلات منفصل به دست آمده با استفاده از مفهوم حجم کنترل است

 
)35(                 p p E E W Wa T a T a T b= + + 

 
 ،که در آن

e                    )الف-35(
E

e

ka
( x)

=
δ

 

w                       )ب-35(
W

w

ka
( x)

=
δ

 

P                       )ج-35( E Wa a a= + 

b                      )د-35( S x= ∆ 

                                              
1. heat flux 

 .این تغییرات را می توان غیر خطی نیز در نظر گرفت -2
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 :می شوددر برخی موارد به شکل زیر نیز نوشته ) 35(معادلۀ 

 
)36(                   p p nb nba T a T b= +∑ 

 
 . استP گرۀ 1 به معنای همسایه هایnbزیرنویس ، که در آن

 S، ضروری به نظر می رسد این است که در بسیاری از مواقع             ) 34(نکته ای که ذکر آن در مورد معادلۀ          
 تابعی خطی از متغیر مستقل باشد توصیه        Sدر صورتی که    . است) T،در این مثال  (تابعی از متغیر وابسته     

 : به شکل زیر بیان شودSمی شود که

 
)37(                     c p pS S S T= + 

 
در .  بیان می کند  pT را به  S ضریبی است که وابستگی     pS و S بیان کنندۀ بخش ثابت   cS،در معادلۀ فوق  

 : خواهند شدبه شکل زیر نوشته) 35( در معادلۀ b وPa،)37(صورت استفاده از معادلۀ 

 
P                  )الف-38( E W pa a a S x= + − ∆ 

cb                        )ب-38( S x= ∆ 

 
دستگاهی از معادلاتی جبری حاصل      ، با نوشتن معادلۀ منفصل برای تمامی گره های واقع در میدان حل              

 .کدام از گره های شبکه را به دست خواهد دادمقدار متغیر مستقل در هر ، می شود که حل آن

معادله ای پایدار است که تغییرات متغیر مستقل نسبت به زمان ، معادلۀ دیفرانسیلی که در مورد آن بحث شد
به منظور بیان نحوۀ به دست آوردن معادلات منفصل در حالتی که معادلۀ دیفرانسیل                . را شامل نمی شود  

 : است از معادلۀ زیر استفاده می کنیمپیوسته معادله ای ناپایدار

 

)39(                   T Tc k
t x x

∂ ∂ ∂ ρ =  ∂ ∂ ∂ 
 

 
با . معادلۀ فوق یک معادلۀ پخشودگی ناپایدار در حالت یک بعدی است           .  مقداری ثابت است   cρ،که در آن  

 از معادلۀ فوق بر روی حجم کنترل مورد نظر و از            و انتگرال گیری ) 1(استفاده از شبکۀ ارائه شده در شکل        
t تاtزمان  t+  : خواهیم داشت∆

 

)40(         
e t t t t e

w t t w

T Tc dtdx k dxdt 0
t x x

+∆ +∆∂ ∂ ∂ ρ + = ∂ ∂ ∂ ∫ ∫ ∫ ∫ 

                                              
1. neighbors 
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 :انتگرال گیری در بازۀ زمانی مورد نظر را به صورت زیر انجام می  دهیم

 

)41(                 
t t n o

P P Pt
T dt f T (1 f )T

+∆
= + −∫ 

 
 در بازۀ زمانی در نظر گرفته       PT ضریبی بین صفر تا یک و مشخص کنندۀ نحوۀ تغییرات           f، در این معادله  

 نیز به ترتیب نشان دهندۀ مقدار متغیر مستقل در زمان های جدید و قدیم                o و   nبالانویس های  . شده است 
 : نیاز خواهیم داشتبدین ترتیب پس از انجام محاسبات مورد. می باشند

 
)42( o o o o

p p E E E W W W P E Wa T a f T (1 f )T a f T (1 f )T a (1 f )a (1 f )a     = + − + + − + − − − −      

 
 ،که در آن

 

e                     )الف-42(
E

e

ka
( x)

=
δ

 

w                       )ب-42(
W

w

ka
( x)

=
δ

 

o                     )ب-42(
P

c xa
t

ρ ∆
=

∆
 

o                  )ج-42(
P E W Pa fa fa a= + + 

 
عدم وابستگی متغیر مستقل در زمان جدید به ( معادل با استفاده از روش صریح      fانتخاب مقدار صفر برای     

و انتخاب مقدار یک برای آن به معنی        ) مقدار آن در زمان قدیم و در نتیجه عدم نیاز به حل دستگاه معادلات             
)استفاده از روش صریح لازم است که مقدار گام زمانی         در صورت   . استفاده از روش ضمنی است     t)∆  در 

 :نامعادلۀ زیر صدق کند

 

)43(                     
2c( x)t

2k
ρ ∆

∆ < 

 
 .شرط پایداری روش صریح نامیده می شود، شرط فوق

 همزمان جملات مربوط به پخشودگی و        معادلات دیفرانسیل حاکم بر انتقال یک سیال ممکن است به طور            
نحوۀ به دست آوردن معادلات    ، با توجه به اهمیت این دسته از معادلات        .  را به همراه داشته باشند     1همرفت

                                              
1. convection 
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یک معادلۀ پخشودگی و همرفت پایدار در حالت یک بعدی را می توان          . منفصل مربوط به آنها را بیان می کنیم      
 :به شکل کلی زیر بیان کرد

 

)44(                  d d d( u ) ( )
dx dx dx

Φ
ρ Φ = Γ 

 
 جرم و یا مومنتم      Φ و x سرعت سیال در جهت      u، ویژگی های سیال مورد نظر     Γ و ρ،در این معادله  

و انتگرال گیری از معادلۀ فوق بر روی حجم          ) 2(از علائم به کار رفته در شکل          مجددا با استفاده     . است
 :کنترل مورد نظر خواهیم داشت

 

)45(                
e e

w w

d d d( u ) ( )
dx dx dx

Φ
ρ Φ = Γ∫ ∫ 

)46(             e w e w
d d( u ) ( u ) ( ) ( )
dx dx
ϕ ϕ

ρ ϕ − ρ ϕ = Γ − Γ 

 
 :و با در نظر گرفتن

 

)47(                     E P
e 2

ϕ +ϕ
ϕ = 

)48(                      W P
w 2

ϕ +ϕ
ϕ = 

 
 :خواهیم داشت

 

)49(    P WE P
e E P w P W e w

e w

1 1( u) ( ) ( u) ( )
2 2 ( x) ( x)

ϕ −ϕϕ −ϕ
ρ ϕ +ϕ − ρ ϕ +ϕ = Γ −Γ

δ δ
 

 

Fقدرت همرفت و پخشودگی به ترتیب به وسیلۀ          u= ρ و D
x
Γ

=
δ

 همواره مقداری   D. مشخص می شود  

بدین ترتیب با استفاده از این تعاریف       .  بسته به جهت جریان می تواند مثبت و یا منفی باشد          Fمثبت دارد اما    
 :خواهیم داشت

 
)50(                  p p E E W Wa a aϕ = ϕ + ϕ 

 
 ،که در آن

 

e                    )الف-50(
E e

Fa D
2

= − 
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w                   )ب-50(
W w

Fa D
2

= − 

P                )ج-50( E W e wa a a (F F )= + + − 

 
جواب های به دست آمده با استفاده از روش فوق در صورتی مقادیری فیزیکی خواهند بود که ضرایب                      

به عبارت دیگر شرایط زیر بایستی به طور همزمان برقرار          .  مقادیری مثبت باشند   Pگره های مجاور با گرۀ     
 :باشند

)51(                 

e eE

e

W w w

w

F / Da 1 0
D 2
a F / D1 0
D 2

 = − ≥

 = + ≥


 

 :به عبارت دیگر

 

)52(                     e
F 1P
D 2
= ≤ 

 

Fنسبت
D

1 عدد پیکلت  
e(P جواب هایی منطبق با   ، با رعایت شرط فوق جواب های حاصل      .  نامیده می شود  (

 .یک مسئله خواهند بودفیز

 
 روش های حل دستگاه معادلات جبری

دستگاهی از معادلات   ، پس از تشکیل معادلۀ منفصل و اعمال این معادله بر روی نقاط موجود در شبکه                  
تعداد ، از آنجا که در مسائل عملی      . جبری حاصل می شود که این دستگاه را بایستی به طریقی حل نمود              

ست ابعاد دستگاه معادلات جبری حاصل نیز بسیار بزرگ خواهد بود و این امر                 نقاط شبکه بسیار زیاد ا     
باعث می شود حل این دستگاه با استفاده از روش های مستقیمی مانند روش عکس ماتریس امکان پذیر                     

 و همچنین   TDMA و یا    2بنابراین در عمل از روش های مستقیم دیگری مانند روش حذف گاوس            . نباشد
 . برای حل دستگاه معادلات استفاده می شود4 یا گاوس جوردن3ی مانند روش جاکوبیروش های تکرار

 
 
 
 

                                              
1. Peclet number 
2. Gauss elimination 
3. Jacobi 
4. Gauss Jordan 
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